Uitwerkingen Hoofdstuk K Voortgezette integraalrekening

1. Gegeven: f(x)= sin(X2 + X)

a.  f'(x)=cos(x* +X).[x* + X]'= (2x+1).cos(X* + X)

b.  Differentiéren van functie G levert functie g op. Zie het vorige antwoord.

a. De afgeleide van x*+ 1 staat afgezien van een constante factor wel voor de haakjes.
De afgeleide van x> +1 levert een term met x* op, maar die staat niet voor de haakjes.

b.  De afgeleide van x* + 7 staat afgezien van een factor wel in de teller.
[x* +X]'=4x> +1 , maar het getal 1 staat niet in de teller van de breuk.

¢) [x*+x]'=4x’ +1 en de teller van de breuk is te schrijven als 2%[4X3 +§aj

Kies daarom a zodanig dat %a =1 ofwel a= 2%.

a. j\/4x—1dx Stel4x—1=u= d@éx—-1)=du = 4dx=du:>dx=%du
1
[ax—1dx = [1 (Lylqu=2y24c=1 _1 Jax+1
J' 4x ldx—J.4\/U.dU—j4u du=5u +C—6u\/U+C_6(4x+1) 4x+1+C

b.  Maakt in dit geval nog niet veel uit.

a. Stel x*+4=t dus 2x-dx=dt dus J.2x(x2+4)3dx=J.t3dt=%t4+C=i(x2+4)4+C.

b. Stel x?+1=t dus 2x-dx=dt dus

I6x\/x2 +1dx =J‘3\/Edt =2t +C =20 +)WX2 +1+C

c. Stel x¥*—1=t dus 3x*-dx=dt = 6x° dx=2dt =
203 O\ o [reday 2.5 2.3 5
[ox .(x —1) dx = [t dt=t'+C=20¢ -1 +C

d.  Stel X’ -1=t dus 3x*-dx=dt =
J‘3X2.sin(x3 —l)dx :Isin(t)dt = —cos(t)+C =—cos(x’ —1)+C



Stel 3x—4=t dus dx=-dt dus j(3x-4)3dx=jlt3dt=it4+c:i(sx—4)4+c
3 3 12 12
Stel 2x—3=t zodat dx=%dt =

[x=3)dx= J%t“dt = %t“ +C = %(2x—3)2‘/(2x—3) +C.

2 -2

Stel 1-x=t dus dx=—dt dus [———dx=[—=dt=-4Jt+C=—4/1-x+C

J‘\/l—x J\ﬁ

Stel 2—3x* =t dus —6x-dx=dt dus 2X-dX:—%dt. De berekening wordt dan:
1

- dx _j 3dt———1n|t|+c_——1n|2 3x%|+C

J.2 3x?

Stel 4x+1=t endus dX:%-dt =

jln(4x+1)dx = Jiln(t)dt = %(t~ln(t)—t)+ C= %((4x+1)-ln(4x+1)—(4x+1))+ C

Stel x*+1=t endus 2x-dx=dt, waarmee de integraal overgaat in

j%ln(t)dt :%(t-ln(t)—t)+C :%((x2 +1)-In(x* +1) - (x* +1))+ C

Stel In(x)=t dus Lxzdt = Iln(x) dx =jtdt lelc =l(ln(x))2 +C =lln2(x)+C
X X 2 2 2

Stel —x>=t dus x- dx———dt :>Ixe‘x dx _[——edt— 1 t+C:—le"‘2+C
2 2

Stel 5-X*=t = 2xdx=dt = xdx=-%dt =

1 1
J.x\/S—xzdx = J.—%\ﬁdt = J.—%tidt = —%tlE +C= —%(S—XZ)\/S—X2 +C

Stel x*+1=t endus 2x-dx=dt= xdx= %dt . Daarmee gaat de integraal over in

]
X 2 1 2
j dx:j—dtzj—dt:\/f+C:\/x +1+C.
VX2 +1 Jt 2t

(oSO =— —-=sin(x) = Sm(x)

os(%) o0y )



7l6 1

I tan(2X)dx = [——ln | cos(2x)} 66 = —Eln (%j +%ln(l) = %ln(2)

1

/3 /3 2
| = I sin® (x)dx = I sin(X)~(1—cosz(X))dX=j —(1—t*)dt waarbij cos(x)=t is gesteld
/4 /4 1\5

en dus ook geldt : -sin(X).dx = dt
Merk op dat de grenzen van de variabele x zijn gewijzigd in de grenzen van de
variabele t.

Je krijgt nu verder I:Eﬁ—t} 02 (i__j ( f__f] 5[

0,5J2 \24 2

Met sin(x)=t en dus cos(x) dx=dt krijgen we :

272'

1
| = J.sm (X).cos(x)dx = It dt_Bﬁ}O 5:%_13 _%.%:

i

7
24

Gebruik eerst de formule sin(2X) =2 -sin(X)-cos(X) waarna je krijgt
ir /6
| = [ sin(2x).cos(x)dx = | 2-sin(x)-cos* (x)dx
0
Met cos(X) =t en dus —sin(x)dx =dt en aanpassing van de grenzen krijg je nu :
1
15 1
2
—+/3
| = j —2t%dt :{—gtﬂ 2 f——— —f 2 ———J—
t 3
1
Stel 3x+1=t = 3dx=dt = dx= %dt De integraal gaat dan over in :

Stel x*+1=t = 2xdx=dt = xdx= %dt = Met aanpassing van de grenzen :

1 2
2
de:jo’s _Flnltl} - L)
S TTRE I 2 12

Stel x>+ 1=t= 2dx=dt = dx=0,5dt = met aanpassing van de grenzen :

o : t T ° 27 1_ 2
[ xx? +1ax=[0.5Vtdt = [0.5t2dt=| Lt 2 =[lt\ﬂ 2L 1 _g”
0 1 1 3 3 !

1

1 1
Stel Vx=t = ——dx=dt > ——dx=2dt =
2Jx Jx

N
e =J?2etdt=[2e‘ﬁ=2e2—2e

—_
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1 .
Stel x*+1=t endus2xdx=dt = x-dx =5dt = met aanpassing van de grenzen :

j X.In(x? +1)dx_j 1n(t)dt—[2 (t-In(t) - I)B=

Stel In(x)=t zodat ldx:dt

Stel In(x)=t = —dx dt = f

Iln Qg

XIn(X)

In(2)

dx =.!.Edt = [1n(t)] | =)= In(h)=

Stel 2x*> =t endus 6x°dx=dt <> x dx=%dt =

_t}z 1 1
=4 —
0 6e> 6

L X2 S
[Frafpga-fpeiad

1
6

%- (5In(5) - 5) —%-(2111(2) —2)= 2%In(5) ~n(2)- 1%

In(2) 1, ,
jtdt_[g } o ~3m@

In(2)

Via de formule cos(2x) =1-2sin?(x) en het stellen van sin(x) =t en dus cos(x)dx = dt

krijgen we : j cos(2X).cos(X)dx = j (1-2t)dt =t —%ﬁ +C =sin(X) - §sin3 (X)+C

I = [sin®(x)dx = [sin® (%) sin® (x)-sin(x)dx = [ (1= cos* (x))” - sin(x)dx

Stel nu cos(x)=t = -sin(X)dx = dt

=

I =[(1-1)—dt = [ —1)’dt = [ (-t* +2t° ~1)dt =

15 2

1 2
2+ 213 —t+C =——cos’ (X) + =cos> (X) — cos(X) + C
SU+3 s (X 3 (x) (%)

Gegeven : f(X)= 2+In(x)

e 3
Opp.(V)=j.2+1;1(x)dx:]t-dt=|:ét2j| —a--1-
1

2
e

3 i
2

1 .. .
dus —dx =dt en natuurlijk aanpassing van de grenzen.

X

4 waarbij 2+In(x)=t is gesteld en

p
Uit onderdeel a volgt direct: .[ f(x)dx = %(2 +1In(x))? ]lp =%(2 +In(p))*-2=6 <
1

(2+1n(p))2 =16 < 2+In(p)=—4v2+In(p)=4<In(p)=-6 v In(p)=2.

Hieruit volgen de oplossingen p=e®

en p=e’

. De oplossing p=e®

vervalt want p >1.
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a)

b.

13

a.

41n’(x)

Gegeven : f(X)=
X

1
cn Q(X):;

Eerst de vergelijking oplossen : =

4In%(x) 1 2 20 _ 1 1 ol _1
— = 2 () =le () =g S ()= vin() =5 < x=+/ev =7
Nu de schets van beide grafieken =
Nu volgt uit deze schets dat voor de | |
oplossing geldt : ¢ \
1
—<x<Je
) | \\
f_—"
S
- O 2 1
-
Je Je ]
1 4In*(x ¢ 1-4In*(x ?
opp.(V) = j(———())dx= j—()dx= [ a-at*)dt =
R X 1 X 1

Je Je 2

0,5
[t —it3 } o= (l —1) - (—l +1J _2 Hierbij is gebruik gemaakt van de substitutie

3 1-0,5 \2 6 2 6) 3

In(x) =t en dus geldt dan ook ldX =dt
X

3x?
X' +4
We moeten het verloop van de grafiek bekijken. We hebben dan dus de extreme waarden
nodig =

Gegeven : f(Xx)=

4)-6x-3x*-3x* _ 24x-3x*
(< +4)? T (G +4)?

De grafiek laat zien dat min.= f(0)=0 en max.= f(2)=1.

Een horizontale lijn met vergelijking y=p snijdt de grafiek drie keer als 0< p<1.

3
f'(x):(x * f'(x)=0 geeft x=0 en x=2.
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Stel x*>+4=t endus3x’dx=dt=
p3+4

p 2
ng dx= | —dt—ln(p L 4)—In(4)= ln(p 4
X’ +4 1

)=2

p’ +4—e Spt+4=4 o p =44 p_\/4e

Dit volgt direct uit df (x)= f'(x)dx en dg(x)=g'(x)dx
In de voorgaande regel is de term f(x)dg(x) naar links gebracht.

In(x)d £ x* =d 3 x* In(x) -
bekende productregel van het dlfferentleren. Het klopt dus.

In(x)d £ x* =d £ x* In(x) — 4 xdx < d 3 x* In(x) = In(x).d £ x* + 1 x*.d In(x)

& d-1x2 In(x) = In(x)d %xz +1x2.

! 12 gl —1
) ) ;dx<:>ln(x)d§ _dlen(x) > Xdx

d (% x> In(X) —%xz) = x.In(x)dx + 4

5 xz.ldx—gxdx = X.In(X)dx = In(x).d %xz
X

1 , 1 1 1 1
H'X)=Xx-In(X)+ =X -———X=X-In(X) + =X ——X = X-In(X
(X) (x) R (X) 5%X=5 (X)

De steeds gebruikte formule voor partieel
integreren is: ju -dv=u -v—fv -du

[ xsin(xdx= [ sin(x)d(% x%) =%x2

maar die laatste integraal is ingewikkelder dan de integraal waarmee we begonnen.
Deze aanpak lijkt dan ook niet goed te werken.

-sin(x) - [ %xzd (sin(x) = %xz -sin(X) — j% x2 - cos(x)dx

1x¢dIn(x) < d 5% In(x) = In()d £ x* + 1 x*d In(x) hier staat de
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jxezxdx = jl xd (e?*) _ L e —J'ez"d(l X) Ly —jle“dx e Lo 4c
2 2 2 2 2 2 4

b. J-ZX cos(X)dx = IZXd (sin(x)) = 2xsin(Xx) —Jsin(x)d (2x) = 2xsin(X) — _[ZSin(X)dX = 2xsin(X) +2cos(x)+C

[ xIn® (x)dx =[In* (x)d (%xz) =%x2 In*(x) - j%xz -3In*(x) -%dx =%x2 In*(X) —%f xIn”(x)dx

Merk op dat de macht van de factor In(x) in de laatste integraal gedaald is tot 2.
Ook deze integraal laat zich met parti€le integratie bepalen.

[ xIn*(x)dx = [In*(x)d (l xzj Ly In?(x)— j 1yed (In*(x)) =%x2 In*(x) - [ %xz -21n(x) -idx =

x In?(x) - jxln(x)dx——x In?(x) - (zx In(x) — ix j+C

Opm. het resultaat van de laatste integraal is overgenomen uit het voorbeeld op blz. 124.
Het eindresultaat wordt dan:

3 I BT ON 2 1, _ 3 3.
jxln (x)dx_zx In” (X) [ZX In“(x)— (ZX In(X) 4x D+C —x*In*(x) - 4x In’ (x)+4x In(Xx) 8x +C

f(X)=In(x) en g'X)=%x =
d. 1=[XIn(x)dx= Andere manier : Stel 1 i =
f'(X)=— en g(X)ZZX4
X

| = f<x> 90— [ f'00.900dx =
Ixtn(x) - I1x3dx_—x In(X) - x* +C

17.
a. j2x(eX +1)dx = jzxd (€ +X)=[2x(e" + x)]lO —~ i(eX +X)-2dx =
0

2(e+1)-[2¢ + ] =(2e+2)— (28 +1-2)=3

b [@x+Dsin()dx= [ (3x+1)d(—cos(x)) =[ (-3x—1)cos(X) ]| — [—cos(x)d (3x+1) =
0 0 0

3r+2+ ][3cos(x)dx =37 +2+[3sin(X) | =37+2
0

1

*

[In(x)dx = [In(x)d(1-x) = (1- X)In(x) - [ xd (In(x)) = XIn(x) — [ dx = XIn|x| - x+C

19  Gegeven: f(x)=x".In(X)
a) f '(X) =2xIn(X) + x> % =2XIn(X) + X =X(2In(x)+1).
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1 1

f'(xX)=0 geeft In(X)=—= ofwelals X=e 2 =——

(X)=0 ¢ (X) 3 =%
De coordinaten van de top A zijn daarom 1 f[L] :(L —ij
Je' (Ve Je© 2e

b. Omdat door de aanwezigheid van de factor In(x) de variabele X positief moet zijn, is het
vlakdeel dat gelegen is tussen X=0 en X =1 en de x-as niet afgesloten! Vandaar:

sz In(x)dx = Tln(x)d G X3J = B X3 ln(x)}e — T%x3d In(x)=.
1 1 1 1

e

1.3 X2 3 "1, _
[3X1H(X)l j3 dx [xln(x)}1 L}xl_
T (les 11251
3° (96 9] 9° "9

20 Gegeven : f(x)—ln(x)

—In(X)-2x _1-2In(x) _

N
a. f'(x)_ X = .

X
fX)=0 geeft X=+& .

Een schets van de grafiek laat zien dat

f(Je)= € het maximum is, vandaar —
2e

1

Bf =<¢,— -
f 26] /

|
o
e S N

¢ In(x)

——dx moet berekenen.

b. De x-as wordt gesneden bij X = 1, vandaar dat je

1

09 s ln(X)} L d(in)- {m(x)} oL dxe
. 1

2
1 1 X 1 1 X

_[M} +‘:_l} :_14_(_1 +1:1_%
X, x|, e L e e




21.

a.

Gegeven: f(X)=Xx>.e"

d(x?e*) —2xe*dx = (2xe* + x2e*)dx —2xe*dx = x?e*dx en dit is inderdaad hetgeen links

staat.

b. d(2xe* —2e*)=(2e* +2xe* —2e*)dx=2xe*dx en dit is weer precies hetgeen dat links staat.

C.

22.

23

De resultaten van de twee vorige vragen worden hier ‘aan elkaar geplakt’.
Controle :

F()=(X -2x+2)e"+C= F'(x)=(2x-2)e" +(x* - 2x+2)e* =x"e" = f ()

[e*sin(x)dx = [sin(x)d (€*) = &* sin(x) — [€* cos(x)dx = &* sin(x) — [ cos(x)d (e*) =
e* sin(x) — (e cos(x) — [ €% - (—sin(x)) dx) = € sin(X) —&* cos(x) — [* sin(x)dx
Merk op dat je nu weer bent uitgekomen op de integraal waarmee je begon!!
[e*sin(x)dx = e* sin(x) —e* cos(x) - [e* sin(x)dX <

2. J'ex sin(X)dx =e*sin(X) —e* cos(X) = Iex sin(x)dx :%e" sin(X) —%ex cos(X)+C

L — (X g singx)) = L5 sin(x) — [sin(x)- - xdx = -3 sin(x) — [ L xd _
IZX cos(x)dX—j4x d(sin(X)) 4x sin(X) jsm(x) 2de 4X sin(X) J.2Xd( cos(X))

Lo -1 (- Lax =L xesinpo + L Ly
ZX sin(X) [ 2Xcos(X) I cos(X) 2dx) 4X sm(x)+2Xcos(x)+2s1n(x)+C

| = je_x cos(X)dx = je‘xd (sin(x)) = e sin(Xx) — J'—e‘x sin(x)dx =" sin(X) + .[e‘xd (—cos(x)) =

e sin(X) + (e‘X -—c0os(X) — [ —cos(X)- —e‘xdx) =¢ ¥ sin(x) —e* cos(X) - [&* cos(x)dx

| =e*sin(X)—e ™ cos(X)— I =21 =& *sin(X) —e™* cos(X)
Je hebt nu de integraal waarmee je begon weer terug gekregen. Vandaar:

zodat | = Je’x cos(X)dx = %ex sin(x) — %ex cos(x)+C
| = [e**d(—cos(x)) = —e** cos(X) — [ —cos(x)d (e**) =—e* cos(X) + [ 2e”* cos(x)dx =

—e™ cos(X) + [ 2e**d (sin(x)) = —e** cos(x) + 2e** sin(x) - [sin(x)d (2*) =
—e%* cos(X) +2e** sin(X) — J.4e2X sin(X)dX waarmee we weer op de beginintegraal uitkomen.
= | =—e?*cos(X)+2e2*sin(X) -4l < 51 =—e** cos(X)+2e>* sin(X)

I = [e*sin(x)dx =—§e2x cos(X)+§e“ sin(x) +C
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b)

25

3 3 3 3
1 =[(¢ -xd(e") :[(xz—x)eX] —[e*d (X2 - x) = 66> - [ (2x~1).e"dx =
1 ] 1

3 3.3
6’ —[(2x~1)d (e* )= 6¢’ —[[(2x—1)eXJ - e -2de = 6e° —5¢° +e+[2eXJ =
1 1 1

1

e’ +e+2e3-2e=3e’-¢

e 1 1 € e e
|=!1n2(x)d[§xj [zx In (x)l bxz-d(lnz(x))z%ez Bx 21n(x).~ dx—
| ¢ | | -
Eez—{xln(x)dx ~e e’ jln(x)d( ) 2e2 (sz ln(x)l—!%xzd(lnx)jz
1o (142 1214, B e
je —{Ze OJ+{7x2 —dX—Jl'%XdX_szl_%ez—%

Gegeven : f(X)= (2X2 + X — l)ex

Extreme waarden = f'(X) =(4X+1)eX +(2x? + x—1)e* = (2x* + 5x)e* =

f<x)=0 geeft: X=0 en X=—2%.

Uit de bijgetekende grafiek blijkt dat max.= f(-2,5)=9¢>’ en min.= f(0)=-1

Snijpunt x-as als f(x) =0 = 2x* +x—1=0 = De abc-formule geeft x=-1en x = %:

De grafiek snijdt de X-as in de punten (-1,0) en (%,0] .

0,5

Het vlakdeel bevindt zich onder de X-as, zodat we de integraal _[ —f (X)dX moeten
-1

berekenen.=

0,5 0,5
O(V) = [ (-2x* —=x+1)e*dx = [ (-2%* —x +1)de =
-1 -1

05 05 0.5
[(—2X2—X+I)GXJ — [e*d(-2x* = x+1)=0— [ (-4x—1)e*dx =
-1 |

0,5 0,5

Ojs (4x+1)d (e") :[(4x+1)ex }

Ge 43¢7)- | de } N R T

-1

10

- 0fexd (4x+1)= [(4x+l)ex} - 0j54exd (%)
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In*(X)

Ix

Snijpunt met de X-as = f(x)=0 = In(x)=0=
X =1 en de grafiek ligt uiteraard verder geheel boven ‘
de x-as. 3 \

26. Gegeven: T(X)=

We bepalen eerst de zogeheten onbepaalde integraal:

I = [In’(x)d(2vx) = 24/x-In*(x) - [2/xd (In*(x)) =

2&.1n2(x)—j2&~21n(x)-ldx= \
X ///j
2% In* (%) - | 410 4y =2/x -In*(x) - [4In(x)d (2v/) *
N -~
V/
=24/ In*(x) = (8/XIn(x) - [2/X - d4In(x) ) = [ ]
24/x - In*(x) - 8v/x In(x) + | 2x Lax.
X
24/x - In?(x) = 8«/x In(x) + | %dx = 2% - In?(X) — 8/X In(X) + 16+/x
X
Invullen van de grenzen X =1 en X =e¢ geeft als oppervlakte
(2\e —8Je +16/)—(0-0+16)=10e - 16
®In*(x) o 1
IV)=rx- j'—dx = Nu de substitutiemethode = Stel In(x) =t = —dx =dt
Invullen en de grenzen aanpassen geeft :
1
! 1
ﬁjt4d =z —tS = lﬁ
) 5 s
y
f(x)=2" en g(X)=x 3 f
Zie de figuur T
Zie de figuur.
- spiegelbeeld van
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12

b
Zie de figuur. g
Het spiegelbeeld van g is geen functie omdat er \ / LT
bij één X —waarde twee y-waarden zijn. _—piegelbeeld van g
13 D - 4 X
\\
) \\\
Als het domein van h(x) = x> gelijk is )
aan [0, > > Dan is er bij iedere X maar één y- .
waarde en ook andersom. 5 h
Nu is het spiegelbeeld van de functie h wel een / S
functie.
—$piegelbeeld van h
-3 -2 -1 4 X
1
f(xX)=
*) x> +1
1 d(tant)
f(x)= Nu X = tan(t) = dx = d(tan(t) = (1+ tan*(t) ) dt => ———~— =it
=iy N ) =1 )t S
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32.

13

Uit x = tan(t) volgt t=inv(tan(t) Dit klopt omdat nu de t in de X is uitgedrukt.

= Im.d (tan(t)) = J. dt Nu teruginvullen =

1
j —.dx=t :
X~ +1 = F(X) =Inv(tan(t)
t =inv(tan(t))

arctan (%\/5 ) = %72’ want tan (%7[) = %\/5 De uitkomst is niet 1 %7[ omdat 1 %7[ buiten

het interval van <- % T,y > ligt.

arctan(X) = J3ox= tan(N 3) kan geen oplossing zijn omdat tan(V 3) = -6,14 en deze waarde

. . l l
ligt niet tussen - > ent57w.

X NG 1 L5 o 5 3
tan(X) | _1 1 1 0 1 1 1
arctan(X) L s £ £ e 37

arctan(X) = %7[ = tan(%ﬁ) =x = x=13

arctan(X—2) = —%71’ & tan(—%ﬂ) =X-2 =

X—2=-1<x=1 voldoet.

arctan(x’ —1) = %72’ & tan(% T)=%x"-1 met =

X -l=1lexX =2 x=-\2 v x=12
arctan(X) = %7[ kan niet want het bereik van y = arctan(X) ligt tussen -0,5t en 0,57 .

arctan(x) =V 2 = tan(N2)=x = x=~6,334

arctan(* - 1)=1= tan(1)=x* -1 & x* = 2,557..= x= 1,600 v x=~-1,600

f(x):2arctan(%X)=> 1”()():2-(1 X)2+1% 1y241 - x> +4
2 4

1 1
(x=2)+1 x*—4x+5

g(x) =arctan(x—2) = g'(x) =
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34.
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1 2
h(x):arctan(xz): h'(x) = (xz)z +1.2X: v i(tl

f;dXZ[arctan(X)]ﬁ :arctan(\/g)—arctan(—l\/g):lﬂ—(—lﬂ):lﬁ
X +h ’ 3 67/ 2

1 -1
—dx=[ T n(x+1 ] = arctan(0) —arctan(—1) =1 7
J;(x+1)2+1 arctan(x-+1) 2 © D=1
NG
J dx Apart: De primitieve heeft als hoofdvorm : y = arctan(3x)
0 (3x) +1
Nu deze vorm gaan differenti€ren = y’= ! 3= 3 = De primitieve is zelfs

BX)*+1  (3x)’+1
gelijk aan y = arctan(3X) We krijgen dus :

13
32 1 dx = [arctan(3 X) ] j ’ = arctan (\/5 ) —arctan(0) = %7;

f(x) =arctan(2x—1)
H.A. y=-§7r eny = 7r Punt van symm. bij x = %

Y1=kan-TEH-11

dus het punt (l, O)

2
Zie de figuur.
n=0 ¥Y=-.7HE=0B:
Snijpunt met de X-as is (%, 0)
f'(x)= 1 2= 2 = f '(%) =2 = De vergelijking is nu :

Q2x-1)*+1"  (@2x-1)*+1
y =2x + b Door het punt (%,0) = 0=1+b = b=-1=
De vergelijking isnu : y =2x — 1

41‘ 7 < arctan(2X—1) < % 7Z'

Eerst de snupunten met Yy = 3 7 enmet Y= —%72' =

arctan2x— 1) = 17 = 2x—1=tan(47) ©2x=1+3 ox=1+13

Tweede snijpunt :



35.

36.

arctan (2x - 1) = -17 & 2x-1=tan(-7) = 2x=1-1 x=0

Aflezen uit de schets geeft : 0 <x < %+ %«/5

Eerst f(1) = f(1) = arctan(2 — 1) = arctan(1) = %7[

Nu aflezen vanuit de grafiek en rekening houdende met de asymptoot y = —%7[ .

Nu krijgen we : =37 <f(x)< 47

1 1 1
- 3 2= 3 =
2x)" +1 4x° +1
1

F(x) = Jarctan(2x) + ¢ = F '(x) =

F(X) is een primitieve van f(x) =

4x* +1
1 1 4
F(x)=2arctan(} x)+c = F(x)=2. A= =
) 40 =2 T T e
F(x) is een primitieve van f(x) = f
4x°+1

| = I u23+1 du =3arctan(u)+c = 3arctan(4x)+C

Anders: Neem als hoofdvorm: G(x) = arctan(4x) Ga nu deze hoofdvorm differentiéren =

G’'(x)= ;2.4 = F(X) =3.G(X) + ¢ = 3arctan(4x) + ¢
4x)" +1

4 I I .
| :J.mdxzj.}l-xz—i—ldx :J.—de=2.arCtan(§X)+C

(x)+1

Iarctan(Zx)dX Partieel: Stel f(x) = arctan(2X) en g’(X)=1 =
1 —
4x*+1° 4x*+1

D=

f(x)= engX) =X =

2X
4x* +1

J.arctan(2x)dx = X.arctan(2X) — J dx =x.arctan(2Xx) —%ln(4x2 +1)+C

J- > 3 dX=I ——dx =3arctan(X+2)+c¢
X" +4x+5 (x+2) +1

15
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37.
1
a | =I 23 dx =
o X*+3
3 1 1
Apart = =
ba x> +3 X (XT
—+ | =] +1
R
I~ (3] () 1
l=|——dx= x/garctan 1 :x/garctan 1 —x/garctan 0 =\/§.l72'=—\/§.7r
I5y ! 5 )= 867
ﬁ +1
rox fX
b. I =I 7 dX=I >—dx  Neem als hoofdvorm : G(x)= arctan(x’) =
o X +1 O(XZ) +1
G‘x)= 12 2x dan F(X)= %arctan(xz):
(xz) +1
1 X 1 X 1 5 1 1
I :I dx = dX:[jarctan(x )]O =37

0)(4"'1 o(X2)2+1

6 6 6 6
c. I:J.2 > dx=j 52 x:j 5/92 dx:j 5/92 dx
VX —6X+18  J(x=3)’+9 4 (x=3) 3[x—3j
—+l — | +1
9 3
De hoofdvorm is nu : G(X) = arctan (%J =g'(X)= dan

6
F(x) = éarctan (X—_3j = | = éalrctan (X—3j = éarc‘[an(l) -0= é%ﬂ' = i;r
3 3 3 3 3 3

V3

d 1= j%n(lx)dx Neem als hoofdvorm : G(X) = (arctam(x))2 =
p Xt
G “(x) = 2.arctan(X) . — " Nu alleen de factor nog corrigeren =
+
N
_Crarctan(X) o N 2,
| = J. de = [j(arctan(x)) l) = Z(arctan(\/g)) —0=1g7".

0

38.



1 1 1

422/9 dXZJ.
i‘i‘l 0
9

B | —
B [—
B | —

2/9
2
(ZXJ +1
3

De hoofdvorm is hier : G(X) = arctan (23,_)() = G’'X)=

| = dx = dx =

+9

2
2

S
© Ly

4x

F(x) = %arctan (%) = | = [% arctan (%H = %arctan(l) - %.0 = %7{

1 1
21n(3) X 2111(3) X

| = I 2? dX:J > dx = Stelex=udand—u:exz>ex,dx=du
o €71 0 (ex) +1 dx

Alsx=0danu=1 enalsx= lln(3) danu = e? 2 eln(ﬁ) =3 =

NG
N
1= - +1-du = [arctan(u)]” = arctan (/3 ) - arctan(1) =

1

1 1 1 1
1 0,5 0,5 2 _
I:szz—2x+1'dx:jx2—x+o S P R I4(x 051
0 > ° 4

0

1

J- dX = Stel de hoofdvorm is G(X)= arctan(2(x-0,5)) =

0 2(X 0 5)

G‘x)= ! ——.2 Toevallig is dit al de vorm die we zochten = G(X) = F(X) =

(2(x-0,5)) +1

| = [arctan(2(x -0, 5))]; = arctan(l) — arctan(—1) = %7{ —(—%7[) = %7[

NG

'[ ln(x +1) .dx Partieel: Stel f(x) =In(x*+ 1) en g ‘(x) = Lz Dan
X

1
1

en g(X) = ——

X

Nu geldt dus :

2
[0 gy )25 (Do B 2
X X X“+1 1 X X? +1
In(x* +1) » In(4) 1In(2)
|=| -2 70 +[2 arctan(x)]ﬁ =Y D) L arctan(+/3) - 2arctan(l) =
X LB
In(4) 2 -1 In(4) 1
- +InQ)+4 w7 —57=- +In(2)+=7
5 KN 6

17
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40.

41.
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10
x> —8x+17

f(x)=

0-(2x—8).10  80—20x
= =
(x> =8x+17)° (X —8x+17)

Eerst op zoek naar de extreme waarde(n). = f'(X)=

fF‘X)=0= 80=20x<=>x=4 .

Nu de schets van de functie f':

We zien dus dat er een maximum is bij X = 4.

De y-waarde is dan : 10

Aangezien in de noemer de discriminant is -4 <0
geldt dus dat er geen sprake is van een V.A.

Y1=10/HE=-Bh+17)

Het bereik is : <0, 10] |_
n=in Y= CHAZZEZD
We moeten bewijzen dat geldt voor alle p :

f(4 +p)=1f4-p)

Er geldt: f(X)=—; 10 = 102 =

X" =8x+17 (x—-4)"+1

10 10
f(4+p)= —=—

(4+p-4)+1 p +l : , 3
= fis symmetrisch t.o.v. de lijjn X = 4.

10 10 10

f(4-p)=

@—p—4P+1 (—p)+l p +l

5
dx = [1 Oarctan(X — 4)] =10arctan(l) —10arctan(0) = 2,57

4

O_i 10
L (x=4)* +1

p p
Uit het gegeven volgt : I f (x)dx =[10.arctan(x —4)] =10.arctan(p—4)—10.arctan(0) =10 =
4 4

arctan(p-4)=1 < p-4=tan(l) = 1,557. < p = 5,557

Als x ligt in het interval [—% 72',%72'] dan volgt uit de grafiek van f(x) = sin(X) dat deze grafiek

een stijgende functie is en dat er bij iedere X 1 y-waarde is . Ook bij iedere y-waarde is er 1
waarde van X.

Voor g(X) = cos(X) moeten we dan het domein kiezen vanOtont. = [0, 7 ].

[ (R [P 3[4k (56 [
arcsin(X) i —%7[ —%7[ —%72’ 0 %7[ 1z in iz
arccos(X) | Sr |3z |2z |dr |4 |ir |ix |0
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aresin(X) = 7 < x =1
arccos(X) = %7[ & x=0

arcsin(X) = —%ﬂ SSX= -

2=

arccos(X) = —%7[ = Geen X te vinden want het bereik van arccos(X) =[0, « ].

arcsin((X) = 2 kan ook niet omdat 2 niet in het bereik [-0,57 ; 0,57 ] ligt.

arccos(X) =2 <> cos(2) =x en 2 ligt inderdaad tussen O ent. = x~=-0,416

3.arcsin(x - V3 ) =1 < arcsin(X - V3 ) = %7[ ox-\3= %\/g S X= l%\/g

3.arccos(X - V3 )=n <:>arccos(x-\/3)=%72' <:>X-\/3=%<:>X=\/3+%

Gegeven : f(x) = arcsin(2 -x%)

Numoetgelden:-1<2-¥* < 1o-3< X <-1 o 1<x <3 =

N3< X< -l v -1 x< V3

Yi=sin-1z-Hz[
Eerst de grafiek schetsen . = i

Het minimum is bij x=-V3 ofx=13 ,.-" . l"-.
Het maximum bij X =-1 ofbijx=1 —_— .
Nu geldt : f(-V 3) = f(\ 3) = arcsin(-1) = —%7{ |III - ll'n
f-h=fl)=47 =
eni(-1)=1(1) = 57 1 - o
+[ar ccos(X)]'= 0 <> [arccos(X)]' = ———
1-x? 1-x?
Bf:[—%ﬂ',%ﬂ']

De schets staat al bij onderdeel b.

Snijpunt x=as met f = arcsin(2 - x*)=0<sin(0)=2-x* enx>0. = x=12
= PuntAis (V2 ,0) >

— b (] _ 1 _ _2X _ .
r.c. = f (X) = f (X) = m(—2X) = m Nux= \/ 2 invullen =
232
re.=f(V2)= === =22 = Stel nu de vergelijking is : y = -2N2 X + b
(V2) N gelijking is : y

Nu het punt A invullen = 0=-2Y¥2.V2 +bob=4=
De vergelijking is dus : y = -2V 2. x + 4
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arcsin(2 — X )< —+7 Eerst de snijpunten =

arcsin(2 — x*) = 7Z':>sm(6 ) 2-x" <2-% —%<:>X —15<:>X——\/_\/X \/E

Nu aflezen uit de schets en rekening met het domein houden =

- 3£x<—\/1,75v\/1,75<x£\@

We gaan uit van willekeurige codrdinaten (X , y)
bij een gegeven hoek a.

Zoals bekend krijgen we de coordinaten die bij de o)

hoek %7[ - a horen door te spiegelen in de lijn

y = X.. De codrdinaten van het beeld zijn dan

(y X) 0 ,.,,,u,u.,mu X,y)

Er geldt dan dus: 3 L3
sin(%ﬂ - o) = cos(a)

Stel cos(a) = x dan geldt arcos(X) = a

We weten ook dat geldt:
sin(37 - a)=x= arcsin(x)= 17 -«

Samen volgt hier uit :

arccos(X) + arcsin(X) = %77

arccos(X) + arcsin(X) = %77 Nu links en rechts differentiéren =

+[arccos(X)]'= 0 = [arccos(X)]' = !
1-x? 1-x°
153 153
6 6 1/3
! _ ! - (3x [% arcsm(3x)}z = %arcsm(%x/g)—%arcsm (%) :%7[—%7[ = %7[
6 6

1
122

1z 1z

J I ;dx = [%.3.arcsin(

N Al Xi 2‘5 1 XY
\/ 9 3

[arcsin(‘ X = arcsm(% ) arcsin(—%\/z) =

w»—a
W=
SN—
L 1

L oS-

TS

I

T+ ﬂ:%ﬂ

I
I
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1A
c | = .[ X dx
0 1—X4
Apart: Neem als hoofdvorm : G(X) = arcsm(x ) = GX)= 2X = 2x
1—(x2) 1-x*
Neem F(X) %arcsm(x ) =
W "
| = !). ?dx :[%arcsin(x2 )J; :%arcsin(%)—%arcsm(O) %
X
d | = j dx =
o V4—x*
X X (X
Apart: == = Neem als hoofdvorm: G(X) = arcsin By =
4-X 2\?
21— X]
2
) 2X X
GX)= — 7: = F(xX)=0,5G(X) =

—

dx_

X . (1 . 1
0,5arcsin (7]} =0,5arcsin (7) —arcsin(0) = 57

0

Il
S S———
~
|
><
l—l

46. Gegeven: f(x)=
25-x*
=2E-H"Y
a.  Voor het domein geldt: 25 —x*> 0
Snijpunten: x* =25 < x=-V5 v x=15
Nu de schets van y =25 — x* =
Aflezen geeft: V5< x< V5 =

De=[-V5,5] .:-:=|:|J. . F.':EE: "n

Nu de schets van de grafiek van

f(x)—#
- \J25-x*

Er zullen verticale asymptoten zijn bij X =5 en bij X = -5.

=R/ EE-H" Y00

-

0 )

=

n 0



14/25-x* -X.L.(-w)

4
1425-9 \/_ 43.3) 4430
f'(/f3) = 2y2 9( ) g _85_17
25— 9 16 16 32

Stel nu de vergelijking van de raaklijnis : y = ;—;X +b . Het raakpunt is \3 , (%\/g ) =

lf=£.\@+bc>b=—i\@ N

De gevraagde vergelijjking isnu : y = 17 \/5 X —5\/5

Puntsymm. in de oorsprong = Tebew. f(p)+ f(—p)=0 vooriedere p in het domein.

—_ p —
= f(p)+1f(=p)= = + =0 =
\/25 p* \/25 -p)’ J25-p* (25-p*
f is puntsymmetrisch in O.
110
X
d O= | ——dx
o V25-x*
X X ?
Apart = Neem als hoofdvorm: G(X) = arcsin =
25-x* 2 Y
5 IU
5
G)= X2 X F(x)—— G(xX) =
X2 25 5 X2
1-| — 1-| —
5 5
Lo
1 2 2
| = I X dx = larcsm X = laurcsin (%)—larcsin(O) = l%72’ = i;z
o4 —x* 2 5], 2 2 2 12
47.
a. |I= _[arcsin(x)dx = Il.arcsin(x) Integreren met partiéle integratie.

en gX)=xX =

Neem f(X) = arcsin(X) en g’(X)=1 Dan f’(x) =
1-x

| = x.arcsin(X) - J‘de

VI-x?

Apart: De hoofdvorm van deze integraal is G(X) =

22
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V=X = G'(X) = (—2%) = =22
x> = G'(x) él—xz( X) —

. X .
| = x.arcsin(x) - J-;zdx = X.arcsm(x)+% 1-x*+C
I-X

—

= F)=-1G6(0 =

arcsin(X
| = Igd( ) X
VI-x?
Aangezien de afgeleide van de arcsin in deze vorm staat , proberen we als hoofdvorm

G(X)= (alrcsin(X))2 = G'(X) = 2.arcsin(X). I _ 2arcsin(X) = F(x) = %.G(X)

J1-x2 J1-x2

| :I%n(z()dx=%.(arcsin(x))2 +C
1-x
X+1
G f(X)= X) = h(x) =
cgeven: T(X)=1ay en 900 =1 en =2
F(X) = arctan(x) + C G(X) = +In(x* +1)+D

Som van de tellers en de noemers zijn gelijk.
H(Xx) = arctan(x) + %ln(x2 +1)+E

f(x):2X+5
X+1

Het klopt omdat dit de omgekeerde bewerking is van het optellen van breuken.

o 2xX . . . o
De primitieve y = 1 is min of meer net zo lastig als de primitieve f(X).
X+

3 Xx+1 3 2x+2 3 2X+5
=2 + = + = =

2+ =2. = =
X+1 X+1 X+1 X+1 x+1 X+1

f(x)

De primitieven van f(X) is dus gelijk aan de primitieve vany =2 + il =
X+

F(x) = 2x+3.In|x+1|+C

J.2X+1dx :jz(XH)_ldx :J'(z—Ljdx:zx—ln|x+l|+C
X+1 X+1 X+1

de:IXH_ldx:J‘(l—Ljdx:x—ln|x+1|+C
X+1 X+1 X+1



51.

1 1
X+1 5(2X+1)+ 1 § 1y, 1
j2X+1dx:j i dx = jzdx+I §x+zln|2x+1|+C
J' j (X+1)+3 = 1+—dx——x+3ln|x+1|+C
x+1 X+1
[ g = [V =j[—2+ de——2x+211n|2x+1|+C
2X+1 2X+1 2X+1

J'6X_1dx:j_3(1_2X)+2dx:J(—3+ 2 jdx:—Bx—ln|l—2x|+C
1-2x 1-2X 1-2x

X—1/%x>=2x+3\x—-1

3.2 x> — X
J-x 2x+3IX Apart: A X
> Xx—1 -X + 3
X + 1
X2 —2X+3 1 2 2
= j4dx:_[(x—l+—jdx
> X1 S x—1

=[x’ —x+21n(x—1)]z :(4%—3+2ln(2))—(2—2+2ln(1)):1%+2ln(2)

2 1 1
202 7y 2X+1/X% +7x\§x+3z
j dx Apart: P
1 2x+1 X"+ FX_
61X
1
,[X +7xd _J~ Lx+3l_ 34 ix = 6ix+3%
2x+1 4 2x+1
_3%

, 13 ? 13 13 REPNE
Hx +3%x—§.ln(2x+l)} :(1+6l—§l (5)j (3l——1 (3)) < In (5)

1

24

_2X —X X+1/=2x* = x\=2x+1
X+1 2x* =2x
-2 2X2 2 X
Igdx j[ 2x+1——)dx— x+1
X+l ) X4l
-1
+

(=% +x=n|x+1|]" = (-4-2~In(1)) - (~16-4~In(3))=
14 +In(3)
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3

52, f)=21X
X+1
. f(Xy_@XL+U(X+D—1(ﬁ+X)_3x’+$@+x+1—x’—x_2ﬁ+&x?+l

(x+1)? (x+1)? S (x+1)?
f'(1)=1,5 = Stel de vergelijking van de raaklijnis : y = 1,5x + b.

Er geldt: f(1) = 1 = raakpunt (1,1) Invullen= 1=1,5+b <b=-0,5=
De gevraagde vergelijking is : y = 1,5x — 1,5

b.  Zie ook de figuur. /

2.3
Opp.= J. ﬂdX Apart: y
o X+1

X+1/%° +X\X*=X+2

x° +x2 — v

2
—X"+X 13 o) 41 40X

_X2_X =T
2X /

2X+2 /

5 I~

3 2 _ 2
X X = x”—x+2+—¥&-dx:[%ﬁ—&x2+2x—2mOH4{
X+1 0 X+1 0

—_—

e

8—2+4—2m@»—0:4%—2m@)

—

1
3

p

P 3 _
. Nugddt:Iz—i%dx:[IXZ—x+2+—¥£}dx:[%x3—%x2+2x—2hmx+n]
© X+

p
0 X+1 0

1p’—Lp’+2p-2In(p+1)-0=10

voer in : y; = %x3 —1x*+2x-2In(x+1) eny,=10
De solver geeft het snijpunt bij X =p = 3,276

53. :|'1?IIEtHT:I.::.-'I:.H1+'-|.:-:+5:|

2x—1
x> +4x+5

f(x)=

M= ip==-_
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=2 -1 THE+ Y E+ Y

2x -1
x> +4x+4

9(x) =

n=n ¥=-.2k

Y=izd=-11 e+
2x—1
h(x)= -2
(X) x> +4x+3 _-\']‘I

"

0 W=-22EEEER

Bij de functie f is de noemer nooit 0 omdat de discriminant van de noemer kleiner dan 0 is.
Er is daarom geen V.A.

Bij de functie g is er een verticale asymptoot bij X = -2 omdat de noemer dan O is.
Bij de functie h is de noemer 0 als geldt: x> + 4x +3 =0 < (X +3)(x + 1) =0 <

X=-3 v x=-1 = Bij de functie h hebben we dan ook twee verticale asymptoten.
Namelijk bij X = -3 en bij x =-1.

X% + X X*+1  x-1 X 1
dx = dx = — dx=
Ix2+1 J-(x2+1 X’ +1J I( x* +1 x2+1j

+%.ln(x2 +1)—arctan(x) +C

x> —6X+8 —6X+9— 1
J-x2—6x+9 _J —6X+9 J.[1_(X 3)}dX I]’(X d ﬁx—

x+(x—3)’1+C:x+L+C

jﬁ+x j“x+nd IMX:%ﬁ+C

x* +1
I :jzx—ﬂdx Nu de staartdeling: x2—6X+9/x3 + X\X+6
X —6X+9
X —6X>+9x
6X> —8X
6X> —36X+54

28x—54
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= | :J.(x+

5 28X

~54 j
+—7—————dx
X°—6X+9

Nu apart de rechtse breuk bekijken.=

28x—54

_14(2x-6)+30 14(2x-6)

x> —6X+9

1
2
1
2

2 3
= Iz—dx:
o X+

=2-21In(2)

2+2ln(%)

3

T X
L X +4x+4

XX —6X+9  X*—6X+9

jdx:j(x+6+M

X —6X+9
X* +6X+141In|x* —6x+9|-30(x=3)" +C =

X —6X+9

2(
0 X’

dx

28x—-54

I:I[x+6+ >

X +6x+141n‘x —6x+9‘——3+C

+30.(x—

37 =

-+30(x—-3)2jdx=

x> +4/x° \X

Apart

+ 2

Apart:

X +4x
—4x

s ]dx [$x=2In(x’ +4)]z = 2-2In(8)+2In(4)=

X2 +4x+4/%3 +0x% +0x\x—4
X3 +4x2+4x
—4x% —4x
—4x2 -16Xx-16
12x+16

X3 12x+16 12(x+2)-8 _
S SV WL 5 L e Gl
X2 +4x+4 X2 +4x+4 (X+2)?
x—4+ 2 8
X+2 (x+2)

3

J‘ X
L X>+4X+4

-

4+ 2 __ 8 2dx:{l
X+2 (X+2) 2

32—32+121n(10)+%—(121n(2)+4):—3%+121n(5)

8
x2—4x+12m¢x+2|+—§—}
X+2 ],

27



28

ext 4l
c. I —adx Apart X% +1/x*+0x% +1\x*> -1
OX +1 X4+X2
-x2+1
|
2
. . xX+1 2
De breuksplitsing laat zien dat ——=x"-1+—5— =
X +1 X +1
1 .4 1 1
J‘X2+1dx:j(x2—1+ 22 jdX:[lX3—X+2arctan(X)} L2 12
Y4l o X +1 3 ) 3 4 27 3
! 4 2 4 3 2 2
d J‘ 2X o Apart: X H2XH/X 00X +0X+11X2 =2x+3
0 X +2x+1 P23+ x?
—2x3 = x* +0x
—2x> —4x* —2x
3% +2x+1
3 +6X+3
—4x-2
4
X" +1 4X+2 4(x+1)-2 4 2
L S L NVC T SO Y PO Yl L) SV O SV R A .
X*+2x+1 (x+1) (X+1) X+1 (x+1)

4

1 1 1
= sz4+1d)(=f X2 —2x+3-—+ 42 5 dX=[lX3—x2+3x—4ln|x+1|—i}
o X +2x+1 g X+1 - (x+1) 3 x+1],

:(%—1+3—4hﬁ%]-02)24%_4hmm

10X+5

56 Gegeven: f(X\)=—————
8 (X) 4x* —4x+1

—4x+1)-10—(10x+5)-(8x—4) _ ~40x* —40x+30
(4x* —4x+1)° 2x-1)*

a. f'x= (4x?



Snijpunt van de grafiek en de x-as = 10X +5=0< x= -1 = Snijpunt is : A(—%,O) en

2
f’(—lj:ﬂzzl:rck.
2) 16 2

Hieruit volgt als vergelijking van de raaklijn k:y= 2% X+ 1%

b.  f'(x)=0 geeft de vergelijking —40x* -40x+30=0 ofwel 4x*+4x-3=0.

Met behulp van de abc-formule levert dat de nulpunten x = —1% v X =%

1+

1 ..
De waarde 5 vervalt, want voor deze waarde wordt de noemer gelijk aan nul.

Inspectie van de grafiek leert dat er bij x= —1% sprake van een minimum is.

-10 5

. 1 5
Uit f(-1-)=——=-= volgtdat B, =[-=,—>>.
( 2) T 3 g =1 Lt

52x-1)+10 5 10

c.  Schrijf het functievoorschrift als volgt: f(x)= > + >
(2x—1) 2x—1 (2x-1)

o f ts 10
De oppervlakte van het gebied is gelijk aan | f (x)dx = |( + Ydx =
~! -1[ 2x-1 (2x-1y’

1 5 1,1 :
252X 1= | =| 2-In(5) =1 |- (=5)=2-In(5) + 4
[2 | |ZX—JI (ZH() j( 12310
2x—1
57. Gegeven: h(X)=———
& (*x) x> +4x+3
1,1 1 1 1 !
14 3% Sl +3) 3o (x+D) —1§(X+3)+3§(X+1)_ 2x—1

2 2 _ _ _
x+1+x+3_kx+nu+3f+u+nu+3)_ (X+1)(x+3) _x2+4x+3_h00
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1 1
—1= 3=
2x-1 _ 2 2 by -1l 1
J‘X2+4X+3dX_J‘ X-|—1+X-|—3 dX——171n|x+1|+3§ln|x+3|+C

A N B  A(x-2)+B(x-2) (A+B)x+(-2A-2B)

X—2 x-2 (x=2)(x-2) (X—=2)(x-2)
X+1

(X=2)(x=2)

Geljjkstellen aan de breuk leidt tot het stelsel A+B=1 A —-2A-2B=1.

Hier staat echter dat gelijktijdig A+B=1en A+B= —% , wat onmogelijk is.

J-x2 +2x-1 dx

x> —5X+6
Omdat teller en noemer van gelijke graad zijn, begin je met een staartdeling.

X2 =5X+6/x>+2x—1\1

X2 —5X+6
TX=17
Uit het resultaat van de deling is af te leidendat f(x)= 1+% .
De resterende breuk splitsen we dan verder.
Tx—17 A B _ Ax-3) B(x-2)  (A+B)x+(-3A-2B) _  7x-7

(X=2)(Xx=3) X=2 X=3 (Xx=2)(x=3)  (x=2)(x=3)  (x=2)(x=3) __ (x—2)(x-3)

Dit leidt tot het stelsel : A+B=7 A -3A-2B=-7.=>
A+B=7 3 3A+3B=21 B=14 A=-7
= = =
-3A-2B=-7(1 -3A-2B=-7 A+14=7 B=14
We hebben nu gevonden dat f(x):l—i+i
X—2 Xx-3
2 —
J‘de: - 14 dx = Xx—7In|x—2|+14In|x-3|+C
X" —=5Xx+6 X—2 X-3
3
X +2X-3

De graad van de teller is hoger dan van de noemer. Start daarom met het maken van een
staartdeling. Daar valt uit af te lezen dat

X*+2x-3/%* +0x* +0x+0\ x—2 :g(x)=x—2+7x—_6.
3 5 (X=1)(x+3)
X’ +2x"=3X
—2x*+3x+0
—2x* —4X+6

TX—6
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De resterende breuk splitsen we als volgt verder.

x-6 _ A _ Ax+3)+B(x-1) _ (A+B)x+3A-B
(x-1)(x+3) x-1 x+3 (X=1)(x+3) (X=1)(x+2)
Vergelijken met de breuk __TX70  jeertdat A+B=7 A 3A-B=—-6.=>

(X—)(X+2)
A+B=7 4A=1 A=+
=
3JA-B=-6 A+B=7 B = 6%
De oplossing van dit stelsel is A:% en B:6%.
g3
_4 44
We concluderen dat g(X)=X—-2+ i 1+X—3 =
1 3
X 4, %4l | 3

— dx=|| X—2+—F—+—F_ [dx=+X*-2X++In|x—=1|+6=21In|x-3|+C
J-x2+2x—3 I X—1 Xx- 2 alnpx=tl+6gInfx=3)

2
J‘2X2+ldx

2X" =X
De teller en noemer zijn van dezelfde graad.

3 2X% —X+1+X X+1 A B

hrijf f(x)= = =1+204_ 2
Schrijf daarom eerst f (X) e —x +X(2X—l) +X+2X—1

Na gelijknamig maken van de laatste twee breuken wordt het:

A(2x-1) + Bx _ (2A+B)x—A
X(2x-1)  x(2x-1) X(2x-1)
We krijgen dan het stelsel 2A+B=1 A —A=1 waaruit volgt A=-1 en B=3.

1 3
Dit wil zeggen dat h(X) =1 X e =
2% +1 3
J- —J'( 1]dx=x—1n|x|+§ln|2x+1|+C
2x* +1 .
I Ty dx De teller is van hogere graad dan de noemer, en

daarom maken we eerst een deling.
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2x2+x/2x3+0x2+0x+1\x—%
2x3+x%
—x2 +0x
2L
X =5 X_
1
§x+1
1
Uit het resultaat daarvan is af te lezen dat j(X) = X—l §X+1 —l+é+ B
x(2x+1) 2 X 2x+1
1 A(2x+1)+Bx 1 (2A+B)xX+A
Gelijknamig maken geeft j(X)=Xx— 2 —X(2X+l) =X 2+—x(2x+1)
We krijgen als stelsel 2A+B:% A A=1 = A=l A B:—I%
11
Uit j(x)= X—l 1__2 volgt dan
2 X 2x+1

2x +1dx .[ x—l
2x + X 2

1 2 1, 3
;— dx_2x —jx—zln|2x+1|+c

coX
[——dx Schrijf
s X —X=2
X X A . B _AXx+D+B(x-2) (A+B)x+A-2B
X2—x—2 (X=2)(x+1) x=2 Xx+1  (X=2)(x+1)  (X=2)(x+1)

Vergelijken van beide schrijfwijzen laat zien dat A+B=1 A A-2B=0 waaruit volgt

{A+B=1 {3B=1 {B:% A=%
= = = 1
3

A-2B=0 A=2B A=2B B=
2 1
De integrand is dus te schrijven als 2 —XX—2 = )E > + X?— 1=
}L _j{ 3 % jdx [2ln(x—2)+lln(x+l)T
X2 —x—2 X—2 x+1 3 3

2 _1 1 IR
gln(2) +§1n(5) —gln(4) =3 1n(4) 3 In(5)-3In(4) = 3 In(5)
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2
b. J‘fx—_gdx
o X —4x=5
. 4x-8 A B _AX+D)+B(x-5) (A+B)x+A-5B
Gaultvan o D X5 x4l =)+ (X=5)x+D)

Hieruit volgt het stelsel A+B=4 A A-5B=-8

A+B=4 6B =12 B=2
= =
A-5B=-8  |A+B=4  |A=2

De integrand is dus te schrijven als 24X_8 2,2
X"=5X+6 X-5 Xx+1
Fo4x-8 [ >
——+—— [dx=|2In|x=5[+2In|X+1| | =2In(3)+2In(3)-2In(5
IX_4X 5 J( XH] [2In[x=35[+2In|x+1 ] =2In(3)+2In(3) = 2In(5)
=2ln[2j
5
)
J ™
0 X —2x-3
. -2 A A(X+1)+B(x— 3) (A+B)x+A-3B
Uit (X—3)(X+1) v 3+X+1 = x+1) =3 (x+1) volgt het stelsel

A+B=0 A A-3B=—2 =

A+B=0 sB=2 [B=% [A=-%
= = =
A-3B=-2 A=-B A=-1 B=1
2 2
11
De integrand is dus te schrijven als : 2 242 o

(x—35(x+1):x—3 X+1
1

2 1
J-Xz 22X ax = J.[X 3+X21]dx [lln(x+1) ln(X—3)]z:

0 3
(11n3)-0)~(0-L1n(3)) = 1n(3)

2 X4
d. jz—dx
o X +4x+3

Omdat de graad van de noemer kleiner is dan de graad van de teller, maken we eerst een
staartdeling. =

X2 +4x+3/x* +0x> +0x% +0x+0\ x> —4x+13
XA +3%2
—4x3 =3x% +0x
-4 —-16x> 12X
13x2 +12x+0
13%% +52x+39
—40x-39
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Uit het resultaat blijkt dat de integrand gelijk is aan

x4 ) 40x+39
—_—— =X = AX+ 13—
X2 +4x+3 (X+1)(x+3)
De laatste breuk splitsen we in i+ B Gelijknamig maken geeft :
X+1 x+3°
AX+3)+B(x+1) _ (A+B)x+3A+B _ 40x+39
X+D(x+3)  (X+D(X+3)  (X+1)(x+3)
A+B=40 [2A=1 A=—1
= =
3A+B=39 A+B=40 B:40%
x4 1 4ol
De integrand is daarom te schrijven als : ————=X"—-4x+13- 2,2
X~ +4x+3 X+1 X+

4 1 401
dx = J.X —4X+13+—2 -2 (x=
X+1 Xx+3
143 _ny2 1 1 ?
[gx ~2x +13X+§1n(x+1)—4071n(x+3)l)
8 1 1 Ly v o022 gnl
(g‘ 8+26+1n(3) —40§1n(5)J +4051n(3) =205 -40In(5) +411n(3)

2
:>~([x2 +4X+3

2X-5
Gegeven f(X)=————
s *) X* —5X+6
Met breuksplitsing: x=5 _ A B __(A+B)x-3A-2B leidt dit tot het stelsel

(X=2)(x=3) x-2 x=3  (x=2)(x-3)
A+B=2 A 3A+2B=5.=

A+B=2 |3 3A+3B=6 B=1 A=1
= = =
3A+2B =51 3A+2B=5 3A+3=6 B=1
R
= f(X)= —2 —
:>J. (—+—jdx_1n|x—2|+ln|x—3|+C:ln‘x2—5x+6‘+C
NG —5x+6 X—2 X

Met substitutie: stel X>—5X+6=t waaruit volgt (2Xx—5)dx=dt.=

I%dx%dtﬂnlmcmlx2—5x+6l+C

De resultaten zijn duidelijk gelijk, maar de substitutiemethode is iets sneller gebleken.
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x> +4

62 Gegeven: f(X)=——
8 (*x) X*+5x+4

2 Oy (y2 3 2 _
o f'(x)=(x +5X+4)-2X— (X" +4)-(2x+5) _ 5x°-20

(X2 +5X+4)? (X2 +5X+4)?

heeft X=—2 en x=2 als nulpunten.

vt (x+1)(x+4):x+1 Xx+4  (X+1)(x+4)

volgt het stelsel A+B=5 A 4A+B=0 =

A+B=5 [-3A=5 [A=-3
= <~

4A+B=0 A+B=5 B:6%

S 62
_ 3 3
= f(x)_1+x+1 id en dus

De grafiek leert dat max.= f(-2)=—4 en min.= f(2)= g . /\
b. A=(-6, f(-6))=(—6,4) en .
IPIRPNI | /
rc, = f'( 6)—1§ ’ /M
: 3 3 ] i
waaruit volgt k: y=1§x+13§ I .
Deze lijn snijdt de x-as in B(—8%,0) en I 0
de y-as in C(O,IZ%) . / 8
Hieruit volgt 7
1,1 .,3 -4 6
OPProsc =585°135=57¢ / 3
A b
,// \n
B 1
8 7 26 5 4 2 4
6 2
c. Zie de figuur. De oppervlakte van V is : I > X +4
o X +5x+4
We bepalen eerst de onbepaalde integraal van de functie.
Schrijf daartoe f(X) = (X" +5x+4) =5 =1- X
! X2 +5x+4 X1 (x+4) / B
5X A B (A+B)x+4A+B \‘
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2

5
J1+ 33 bx=x+2 ln|x+1| 6 1n|x+4|
X+1 X+ 4

De gevraagde oppervlakte is dan:

6 6
.S 62 6+ 21(7)—-62 [o_62 _642 21
!f(x)dx—{x+§ln]x+1] 63ln|x+4@0—£6+3ln(7) 63ln(10)J [0 63ln(4)] 6+31In(7)+63In(3)

63 Gegeven: f(x)= —1 ,
X+ / s
3 3 ¢
T X Cr(x+DH-1,,
OppOU—jx+ldX—j X+1 dx = / ’
a.
ja— I =x- 1n|X+1|] =3-In(4) o
//(_,_,4_\-/—-——’_’_’—'—'—?—
b i X2 ﬂj-(x2+2x+l)—(2x+1): 5 2 4 /o - 1
o X +2x+1 X2 +2x+1 /ﬂ
3 _
2x+1 2X+2-1 /
fa- dx=7-[(1-=XF2"1ydx = S
(e rtacn I( NG L |

3

3
2X+2 1 1
77'_[(1 + S)AX =7+ x—In|x" +2x+1]-—— | =
o XT42x+1 (x+1) x+1 o

7[-(3—ln(l6)—Z+l): ﬁ-[3%—4ln(2)j

64 Gegeven: f(X)=In(x"+1)

2X

a. f'(x)= v

=% leidt tot de vergelijking 3x? —10x+3 = 0met oplossingen

X=3 v X =% =  De raakpunten zijn dus

_ (1)1 (il
(3, f(3)=(3,In(10)) en [g,f(g]J_{3,h{ﬁ9]J 3

b.  De grafiek van de functie en de lijn met vergelijking
y =1In(2) snijden elkaar in de punten
(-1,In(2)) en (LIn(2)). ,
Op grond van de symmetrie t.0.v. de y-as is v
de gevraagde oppervlakte gelijk aan :




2 ~j(1n(2) ~In(x2 +1))dx =2- 'lfln(Z)dx -2 -_iln(x2 +1)dx
0 0 0

=2.[x1n(2)]10 —Z-jln(xz +1)dx = 21n(2)—2-j1n(x2 +1)dx .
0 0

Om de laatste integraal te berekenen, wordt eerst partieel
geintegreerd. We krijgen:

1

) 1L . 2X2
0pp(\/)=21n(2)—2-{|:x-ln(x +1)] -| xd(ln(xz+l)}= 2In(2)-2-1In(2),~- I )
00

0

0

1 2 _ 1
z.jwdxzz.'[(z_ 2 ydx =
o X2+1 o X2+l

_4-41p4 4

[4X —4arctan(X)}1) )

+1

:
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